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» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).
Exemple :

ai1 aiz ai3+abp

a1 a2 a3+ aby| =

a1 a3z as3+abs
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :

ai1 aiz ai3+abp a1 a2 a3
a1 ap a3ztaby = |a1 a2 a3
a1 az2 as3+abs a1 az2 a3
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :

a1 ad12 ai3+ ab; 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a1 az2 as3+abs 431 4d32 433 a1 asp bz
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0

»Si G = Zaka, alors det(A) =
k#j
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0

»Si G = Zaka, alors det(A) =0
k#j
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0

ki
> det(AB) =
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0

k#j
» det(AB) = det(A) det(B)
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0

> det(AB)kij det(A) det(B)
» det( fA) =

ET-TAHRI FOUAD Probléme 3 : Matrices et déterminants de GRAM



Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0

> det(AB)kij det(A) det(B)
» det( ‘A) = det(A)
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0
k#j
» det(AB) i det(A) det(B)
» det( A) = det(A)
» Si A€ GL,(K), alors det(A~1) =
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Rappel sur le déterminant

» Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ligne).

Exemple :
a1,1 41,2 31,3+ab1 41,1 41,2 413 a1,1 41,2 by
a1 ap a3ztaby = |a1 ap a3| tala axp b
a3yl a3 a3+ abs 431 4d32 433 a1 asp bz
» Le déterminant est invariant lorsqu’on remplace C; par
G+ kG

k#j

Soit A, B € Mp(K) et Gy,---, C, les colonnes de A
» Si une ligne (resp. colonne) de A est nulle, alors det(A) =0
»Si G = Zaka, alors det(A) =0
P
» det(AB) = det(A) det(B)
» det( A) = det(A)

> Si A€ GL,(K), alors det(A™1) = ﬁ(A)
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Rappel sur la projection orthogonale

<
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

<
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace

vectoriel de E
» Si F est de dimension finie, alors E =

v
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace

vectoriel de E
» Si F est de dimension finie, alors E = F & F+

v
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F-

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) =

v
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :

Six =y +zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) =
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pe(x) €
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pg(x) € Ft
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pr(x) € FL et Pe(x) €
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors

Pr(x) =
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors

p

Pr(x) = Z < X, Vg > v
k=1
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors

p

Pr(x) = Z < X, Vg > v
k=1

» On rappelle que

d(x,F) =
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors

p

Pr(x) = Z < X, Vg > v
k=1

» On rappelle que

d(x, F) = min||x — f]| =
(x, F) = min||x— 1]
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Rappel sur la projection orthogonale

Soit (E, < >) un espace préhilbertien réel et F un sous espace
vectoriel de E

» Si F est de dimension finie, alors E = F @ F+

» Si E est un espace euclidien, alors dim(F+) = dim(E) — dim(F)
» La projection orthogonale Pr sur F est définie par :
Six=y+zavec (y,z) € F x Ft, alors Pr(x) = y

> Vx € E, x— Pp(x) € Ftet PE(x) € F

» Si (vi, ..., vp) est une base orthonormée de F, alors

p

Pr(x) = Z < X, Vg > v
k=1

» On rappelle que

d(x, F) = min||x — f[[ = ||x = Pe(x)]|
feF
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Partie | : cas particuliers p =2 ou 3
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Correction da la question 1)
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Correction da la question 1)

OnVi,je[1,p], < aj,aj >=< aj,a; >
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Correction da la question 1)

OnVi,je[1,p], < aj,aj >=< aj,a; >
Donc G(ai, ..., ap) = (< aj, aj >)1<ij<p est symétrique.
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Correction da la question 2)
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Correction da la question 2)

< ap, a1 > <ai,a >‘

On a g(ay, a») =
g( 1’ 2) < az,a; > < az,ax >
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Correction da la question 2)

<ay,a1 > <ai,ax >
< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘

On a g(a1, a2)

D =
onc g(alaa2) ‘< a1, 3o > ||a2||2
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Correction da la question 2)

< aj,ar > <ag,ap >
On a g(al,a2) — ‘ 1,4d1 1,d2 ‘

< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2
Dol g(a1, 22) = |[a1]]?[a2]|* — (< 21,82 >)* > 0

Donc g(a1, a2) = ‘
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Correction da la question 2)

On a g(ay, a») =
g( 1’ 2) < az,a; > < az,ax >

H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2

D'ob g(a1, a2) = [[a1]|?[|a2|[* — (< a1,22 >)* > 0
Car : par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

< ap, a1 > <ai,a >‘

Donc g(a1, a2) = ‘

| < a1, > [ < a]l]|a2]]
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Correction da la question 2)

< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2
D'ob g(a1, a2) = [[a1]|?[|a2|[* — (< a1,22 >)* > 0
Car : par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

< aj,ar > <ag,ap >
On a g(al,a2) :‘ 1,4d1 1,d2 ‘

Donc g(a1, a2) = ‘

| < a1, > [ < a]l]|a2]]
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Correction da la question 2)

< aj,ar > <ag,ap >
On a g(al,a2) :‘ 1,4d1 1,d2 ‘

< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2
D'ob g(a1, a2) = [[a1]|?[|a2|[* — (< a1,22 >)* > 0
Car : par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

Donc g(a1, a2) = ‘

| < a1, > [ < a]l]|a2]]

On a

glan,a) =0 = |laff’llal|® - (< 2,2 >)* =0
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Correction da la question 2)

< aj,ar > <ag,ap >
On a g(al,a2) :‘ 1,4d1 1,d2 ‘

< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2
D'ob g(a1, a2) = [[a1]|?[|a2|[* — (< a1,22 >)* > 0
Car : par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

Donc g(a1, a2) = ‘

| < a1, > [ < a]l]|a2]]

On a

glan,a) =0 = |laff’llal|® - (< 2,2 >)* =0
= [ <aya>|=lallle
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Correction da la question 2)

< aj,ar > <ag,ap >
On a g(al,a2) :‘ 1,4d1 1,d2 ‘

< az,a; > < az,ax >
H31H2 < ai,ar >‘
< ai,az > ||32||2
D'ob g(a1, a2) = [[a1]|?[|a2|[* — (< a1,22 >)* > 0
Car : par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

Donc g(a1, a2) = ‘

| < a1, > [ < a]l]|a2]]

On a

glan,a) =0 = |laff’llal|® - (< 2,2 >)* =0
= [ <aya>|=lallle

<= la famille (a1, ap) est liée
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Correction da la question 3)a)
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)
On a
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)

On a
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)

On a
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
< aj,caa; + Bap > a<ap,ar>+0<a,a>
= <ap,aat+Pa>|=|a<a,a>+F<aya >
< asz,aa + fap > a < as,a; > +0 < az,ay >
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)
On a
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
< aj,caa; + Bap > a<ap,ar>+0<a,a>
= <ap,aat+Pa>|=|a<a,a>+F<aya >
< asz,aa + fap > a < as,a; > +0 < az,ay >
< ap,ar > < ap,ay >
= al|l<a,ar>|+p0|<aa>]|=aCG+6G
< az,a; > < az,as >
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)
On a
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
< aj,caa; + Bap > a<ap,ar>+0<a,a>
= <ap,aat+Pa>|=|a<a,a>+F<aya >
< asz,aa + fap > a < as,a; > +0 < az,ay >
< ap,ar > < ap,ay >
= al|l<a,ar>|+p0|<aa>]|=aCG+6G
< az,a; > < az,as >
Donc g(a1, a2,a3) =0,
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Correction da la question 3)a)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(a1, a2, a3)
On a
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
< aj,caa; + Bap > a<ap,ar>+0<a,a>
= <ap,aat+Pa>|=|a<a,a>+F<aya >
< asz,aa + fap > a < as,a; > +0 < az,ay >
< ap,ar > < ap,ay >
= al|l<a,ar>|+p0|<aa>]|=aCG+6G
< az,a; > < az,as >
Donc g(a1, a2,a3) =0, car GG = aG + BG.
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Correction da la question 3)b)
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Correction da la question 3)b)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(ay, a2, a3)
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Correction da la question 3)b)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(ay, a2, a3)
On a a3 = Pr(a3) + (a3 — Pr(a3))

< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
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Correction da la question 3)b)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(ay, a2, a3)
On a a3 = Pr(a3) + (a3 — Pr(a3))

< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >

< a1, Pr(as) + (a3 — Pr(a3)) >

= | < a2, Pr(as3) + (a3 — Pr(a3)) >

< a3, Pr(a3) + (a3 — Pe(a3)) >
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Correction da la question 3)b)

Notons Ci, Gy, C3 les colonnes de G(ay, a2, a3)
On a a3 = Pr(a3) + (a3 — Pr(a3))
< ap, a3 >
G = < ap,asz >
< az,az >
< a1, Pr(as) + (a3 — Pr(a3)) >
= | < a2, Pr(as3) + (a3 — Pr(a3)) >
< a3, Pr(a3) + (a3 — Pr(a3)) >
< ai, PF(33) > < aj,az — PF(33) >
= < ap, PF(a3) >+ | <ag,a3 — PF(33) >
< as, PF(33) > < a3, az — PF(a3) >
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Correction da la question 3)b)
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Correction da la question 3)b)

Par linéarité du déterminant par rapport a la troisieme colonne, on
en déduit que

< aj,ay > < ap,ay> <ai,as >
glai,az,a3) = |[<ap,a> <a,a> <ap,az>
< aj,az > < ap,az3 > < asz,asz >
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Correction da la question 3)b)

Par linéarité du déterminant par rapport a la troisieme colonne, on
en déduit que

< aj,ay > < ap,ay> <ai,as >
glai,az,a3) = |[<ap,a> <a,a> <ap,az>
< aj,az > < ap,az3 > < asz,asz >
<ap, a1 > <a,a > <a, P,:(a3) >
= |[<ap,ax > < ag,ax > <ap, PF(33) >
< aj,a3 > < ag,az3 > < as, PF(a3) >
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Correction da la question 3)b)

Par linéarité du déterminant par rapport a la troisieme colonne, on
en déduit que
< aj,ay > < ap,ay> <ai,as >
glai,az,a3) = |[<ap,a> <a,a> <ap,az>
< aj,az > < ap,az3 > < asz,asz >
<ap, a1 > <a,a > <a, P,:(a3) >
= < aj,ay > < ag,ax > < ap, PF(33) >
< aj,a3 > < ag,az3 > < as, PF(a3) >
< aj, a1 > <ay,a> <apaz— Pe(as) >
+ |<a,ax> < ag,ax > < ap,az — PF(33) >
< aj,a3 > < ag,az3 > < as,az — PF(a3) >
= D1+ D>
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Correction da la question 3)b)
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Correction da la question 3)b)

Ona < aj,a3 >=< a1, Pr(a3) >, < a2, a3 >=< ap, Pr(a3) > et
< a3, Pr(a3) >=< Pg(a3), Pr(a3) >, car ...
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Correction da la question 3)b)

Ona < aj,a3 >=< a1, Pr(a3) >, < a2, a3 >=< ap, Pr(a3) > et
< a3, Pr(a3) >=< Pg(a3), Pr(a3) >, car ...
Donc

< ay,a > < ai,az > <31,PF(33)>
D; = < a1,az > < ag,az > < ap, PF(a3) >
< a1, Pr(a3z) > < ap,Pr(a3z) > < Pg(a3), Pr(as3) >
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Correction da la question 3)b)

Ona < aj,a3 >=< a1, Pr(a3) >, < a2, a3 >=< ap, Pr(a3) > et
< a3, Pr(a3) >=< Pg(a3), Pr(a3) >, car ...
Donc

< ay,a > < ai,az > <31,PF(33)>
D; = < a1,az > < ag,az > < ap, PF(a3) >
< a1, Pr(a3z) > < ap,Pr(a3z) > < Pg(a3), Pr(as3) >

= g(a1, a2, Pr(a3))
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Correction da la question 3)b)
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
<ap, a1 > <ai,a> 0
= [<ai,ax > < ay,ax > 0
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
<ap, a1 > <ai,a> 0
= [<ai,ax > < ay,ax > 0
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >

<aj,a > <ai,a >

= < az,a3 — Pr(a3) >
3,93 F(as) <aj,a> <aa>
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
<ap, a1 > <ai,a> 0
= [<ai,ax > < ay,ax > 0
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >

<aj,a > <ai,a >
<ai,a > <aga>

= < az, a3 — Pr(az) > g(a1, a2)

= << a3,a3 — PF(33) >
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
<ap, a1 > <ai,a> 0
= [<ai,ax > < ay,ax > 0
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >

<aj,a > <ai,a >
<ai,a > <aga>

< a3,a3 — Pr(a3) > g(a1, a2)
= |las — Pr(a3)|PPg (a1, 22)

= << a3,a3 — PF(33) >
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Correction da la question 3)b)
On a

<aj,a > <ap,ap > <ap,az— PF(a3) >
D, = |<aj,ap> <ap,a> <apas— PF(33) >
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >
<ap, a1 > <ai,a> 0
= [<ai,ax > < ay,ax > 0
< aj,az3 > < ag,az > < az,az — PF(33) >

<aj,a > <ai,a >

<ap,ap > <ag,ap>
< a3, a3 — Pr(a3) > g(a1, a2)

= |las — Pr(a3)|Pg (a1, a2)

= << a3,a3 — PF(33) >

Ainsi g(a1,a2,a3) = D1 + D2 =
g(a1, a2, Pr(a3)) + ||as — Pr(as)|*g(a1, a2)

v
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Correction da la question 3)c)
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a
g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pe(as)) + ||as — Pr(a3)|*g(a1, a2)
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

da, B € R, PF(a3) = aa; + Bap
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

Jdo, B € R, Pr(a3) = aa; + Baz

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

Jdo, B € R, Pr(a3) = aa; + Baz

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0

Ainsi g(a1, a2, a3) = ||a3 — Pr(a3)||?g(a1,a2) > 0, car d'apres 2)
g(a1,a2) >0
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

Jdo, B € R, Pr(a3) = aa; + Baz

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0

Ainsi g(a1, a2, a3) = ||a3 — Pr(a3)||?g(a1,a2) > 0, car d'apres 2)
g(a1,a2) >0

On a

g(ai,ax,a3) =0 <= a3 = Pr(a3z)oug(ar,a) =0
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

Jdo, B € R, Pr(a3) = aa; + Baz

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0

Ainsi g(a1, a2, a3) = ||a3 — Pr(a3)||?g(a1,a2) > 0, car d'apres 2)
g(ai,ar) >0

On a

g(ai,ax,a3) =0 <= a3 = Pr(a3z)oug(ar,a) =0
= a3 € vect(a1, a2) ou la famille (a1, a2) est liée
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

Jdo, B € R, Pr(a3) = aa; + Baz

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0

Ainsi g(a1, a2, a3) = ||a3 — Pr(a3)||?g(a1,a2) > 0, car d'apres 2)

g(a,a2) >0
On a

g(ai,ax,a3) =0 <= a3 = Pr(a3z)oug(ar,a) =0
= a3 € vect(a1, a2) ou la famille (a1, a2) est liée

= la famille (a1, a2, a3) est liée
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Correction da la question 3)c)

D'apres la question précédente, on a

g(a1, a2, a3) = g(a1, a2, Pr(a3)) + ||az — Pr(as)||’g (a1, a2)
Comme Pg(a3) € F = vect(as, az), alors

da, B € R, PF(a3) = aa; + Bap

D’apres la question 3)a), on obtient g(a1, a2, Pr(a3z)) =0

Ainsi g(a1, a2, a3) = ||a3 — Pr(a3)||?g(a1,a2) > 0, car d'apres 2)
g(a,a2) >0

On a

g(ai,ax,a3) =0 <= a3 = Pr(a3z)oug(ar,a) =0
= a3 € vect(a1, a2) ou la famille (a1, a2) est liée

= la famille (a1, a2, a3) est liée

La réciproque est similaire a 3)a)
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Partie Il : cas général
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Correction de la question 1)a)

ET-TAHRI FOUAD Probléme 3 : Matrices et déterminants de GRAM



Correction de la question 1)a)
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Correction de la question 1)a)

On pose b; = a; + Z Ajaj
J#i
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Correction de la question 1)a)

On pose b; = a; + Z)\jaj Si, on applique I'opération
J#i
C+— G+ Z AjGj, alors le déterminant g(ay,- - ,ap) reste
J#i
inchangé et est égale a
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Correction de la question 1)a)

On pose b; = a; + Z)\jaj Si, on applique I'opération
J#i
C+— G+ Z AjGj, alors le déterminant g(ay,- - ,ap) reste
J#i
inchangé et est égale a

< a,a > < a1, b; < a1, diy1 > < ai,ap >
< ap,a; > < ag, b,‘ < ap,adj+1 > < az, dp >
< aj,a1 > < aj, b,‘ < aj,ajy1 > < aj,ap >
< ap,ar > < ap, b; < ap,ajy1 > < ap,ap >
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Correction de la question 1)a)
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Correction de la question 1)a)

puis, on applique I'opération L; <= L; + Y A;L;, alors le
JF#i
déterminant g(a1, - - ,ap) reste inchangé et est égale a
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Correction de la question 1)a)

puis, on applique I'opération L; <= L; + Y A;L;, alors le
J#i
déterminant g(a1, - - ,ap) reste inchangé et est égale a
<ap,as > --- <al,b,-> < a1, a1 > - <aiap>
< ag,ay > --- <82,b,'> < az,3j4+1 > - < aadp>
< bj,apr> --- <bj,b > <bj,a41> --- <bja>
<ap,a1> - <ap,b> <apait1> -+ <ap,ap>
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Correction de la question 1)a)

puis, on applique I'opération L; <= L; + Y A;L;, alors le
J#i
déterminant g(a1, - - ,ap) reste inchangé et est égale a
<ap,as > --- <al,b,- > <ap,ajy1 > -0 < ai,dp >
< ag,ay > --- <ag,b,' > < az,adjit1 > - < az,ap >
< bj,apr> --- <bj,b > <bj,a41> --- <bja>
<ap,a1> - <ap,b> <apait1> -+ <ap,ap>
D’au g(alv"' 7ap) - g(ala" . 7ai—1,biaai+1a"' 7ap) =
g(at, - ai—1,8i + 334 Ajaj, ait1, -+ 5 ap)
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Correction de la question 1)b)
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Correction de la question 1)b)

Si la famille (ag,- -, ap) est liée, alors

ET-TAHRI FOUAD Probléme 3 : Matrices et déterminants de GRAM



Correction de la question 1)b)

Si la famille (a1, --- , ap) est liée, alors
Ji € [1, p] et (B;);-i est une famille de p — 1 réels telle que

ai=Y_ fjaj

J#i
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Correction de la question 1)b)

Si la famille (a1, --- , ap) est liée, alors
Ji € [1, p] et (B;);-i est une famille de p — 1 réels telle que

a; = Z ﬁjaj
J#i

En posant, \; = —f;, alors a; + Ej;éi Ajaj =0
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Correction de la question 1)b)

Si la famille (a1, --- , ap) est liée, alors
Ji € [1, p] et (B;);-i est une famille de p — 1 réels telle que

a; = Z ﬁjaj
J#i

En posant, \; = —f;, alors a; + Ej;éi Ajaj =0
Donc g(al7. 50 7ap) :g(a]_,... ,3i717073i+1;"‘ 7ap) = 0
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Correction de la question 1)b)

Si la famille (a1, --- , ap) est liée, alors
Ji € [1, p] et (B;);-i est une famille de p — 1 réels telle que

a; = Z ﬁjaj
J#i

En posant, \j = —#;, alors a; + E#,- Njaj =0
Donc g(317"' 7ap) :g(ala"' 7ai*17073i+17'” 7ap) =0
Car la colonne numéro i est nulle
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Correction de la question 2)a)
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Correction de la question 2)a)

Soit (i, /) € [1, p]?
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Correction de la question 2)a)

Soit (i, /) € [1, p]?

p p
(ai,aj) = E bkg,-ekug by jex
k' =1 k=1
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Correction de la question 2)a)

Soit (i) € [1, P
P
(aiaaj) = Z bk ,ek 7Zbkdek
k/

PP
= Zzbk’,ika(ek’aek)

k' =1 k=1
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Correction de la question 2)a)

Soit (i, /) € [1, p]?

p P
(a,3) = | D_ b jews ) buje
k=1

kK'=1

=1

bk/ ibkaj(ek'7 ek)

)

x
||

Il
M=
M~ T

bk',ibk,j(sk/,k

x
%
Il
—
x
Il
-
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Correction de la question 2)a)

Soit (i, /) € [1, p]?

p P
(a,3) = | D_ b jews ) buje
k=1

kK'=1 =

=1

bk/ ibkaj(ek'7 ek)

)

x
||

Il
M=
M~ T

bk"kaéka

N

x
%
Il
—
x
Il
-

by i by j

I
M=

x
||
-
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Correction de la question 2)b)
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Correction de la question 2)b)

Soit (i, ) € [L, p]?
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Correction de la question 2)b)

Soit (i,j) € [1, P
D'apres la question précédente, on a
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Correction de la question 2)b)

Soit (i,j) € [1, P
D'apres la question précédente, on a

p
(ai,a) = Zbk,ibk,j
k=1
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Correction de la question 2)b)

Soit (i,j) € [1, P
D'apres la question précédente, on a

p
(ai,a) = Zbk,ibk,j
k=1

= (t_B.B),-J
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Correction de la question 2)b)

Soit (i,j) € [1, P
D'apres la question précédente, on a

p
(ai,a) = Zbk,ibk,j
k=1
= ('B.B)i;

Donc G(a1, ..., ap) = 'BB.
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Correction de la question 2)c)
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Correction de la question 2)c)
Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.
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Correction de la question 2)c)

Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.
Alors g(a1, -+, ap) = (det(B))?
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Correction de la question 2)c)

Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.

Alors g(a1, - ,ap) = (det(B))?

Comme B = Mat, ... ¢,)(a1," - , ap) est la matrice de la famille
(a1, -+, ap) dans la base (e, -+, ep)
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Correction de la question 2)c)

Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.

Alors g(a1, - ,ap) = (det(B))?

Comme B = Mat, ... ¢,)(a1," - , ap) est la matrice de la famille
(a1, -+, ap) dans la base (e, -+, ep)

Or (a1,--- ,ap) est libre
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Correction de la question 2)c)

Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.

Alors g(a1, - ,ap) = (det(B))?

Comme B = Mat, ... ¢,)(a1," - , ap) est la matrice de la famille
(a1, -+, ap) dans la base (e, -+, ep)

Or (a1,--- ,ap) est libre

Alors B est inversible
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Correction de la question 2)c)

Comme G(ay,--- ,ap) = 'BB.

Alors g(a1, - ,ap) = (det(B))?

Comme B = Mat, ... ¢,)(a1," - , ap) est la matrice de la famille
(a1, -+, ap) dans la base (e, -+, ep)

Or (a1,--- ,ap) est libre

Alors B est inversible

Par suite g(a1, -+ ,ap) = (det(B))? > 0
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Correction de la question 3)a)i)
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Correction de la question 3)a)i)
On a
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Correction de la question 3)a)i)

On a
1 1
0 1
Mat(e1,-~~ ,En)(v]-7 B Vn) =
0 0 1
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Correction de la question 3)a)i)

On a
1 1
0 1
Mat(e1,-~~ ,En)(v]-7 B Vn) = )
0 0 1

Donc det(Mate, ... e,)(v1, -+ ,vn)) =1 #0
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Correction de la question 3)a)i)

On a
1 1
0 1
Mat(e1,-~~ ,En)(v]-7 B Vn) =

Donc det(Mate, ... e,)(v1, -+ ,vn)) =1 #0
Ainsi Matq, ... ¢,)(v1," ", Vn) est inversible
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Correction de la question 3)a)i)

On a
1 1
0 1
Mat(e1,-~~ ,En)(v]-7 B Vn) =

Donc det(Mate, ... e,)(v1, -+ ,vn)) =1 #0
Ainsi Matq, ... ¢,)(v1," ", Vn) est inversible
Par suite (vi,- -+, v,) est libre.
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Correction de la question 3)a)ii)
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Correction de la question 3)a)ii)
Soit (i,j) € [1, n]?
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Correction de la question 3)a)ii)
Soit (i,j) € [1, n]?

i J
Onav,-:E e,etvj:E es
r=1 s=1
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Correction de la question 3)a)ii)
Soit (i,j) € [1, n]?

i J
Onav,-:E e,etvj:E es
r=1 s=1

i

J
<Vi,Vi> = Ze,,Zes

r=1 s=1
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Correction de la question 3)a)ii)
Soit (i,j) € [1, n]?

i J
Onav,-:E e,etvj:E es
r=1 s=1

! J

<Vi,Vi> = E €r, €5
r=1 s=1

! J

= > > <ee>

r=1 s=1
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Correction de la question 3)a)ii)

Soit (i,j) € [1, n]?
i J
On a v,-:Ze,eth-:Zes
r=1 s=1
i J
<Vf7‘/j> = Zerazes
r=1 s=1
i
S JETIE
r=1 s=1
i
= 2.2 s
r=1 s=1
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Correction de la question 3)a)ii)

4
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

4
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

! J

<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1

4
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

i
<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1
i i i J
D )IHD ) IS
r=1s=1 r=1s=i+1
—_——
=0
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

i
<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1
i i i J
D )IHD ) IS
r=1s=1 r=1s=i+1
—_——
=0

1 1

= 2D e

r=1 s=1
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

i
<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1
i i i J
D )IHD ) IS
r=1s=1 r=1s=i+1
—_——
=0

1 1

= 2D e

r=1 s=1

i
= § 5r,r =i
r=1
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

i
<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1
i i i J
= DD st D O
r=1s=1 r=1s=i+1
—_——
=0

1 1

NS

r=1 s=1
i
= 2 Onr=i
r=1

Si i > j, par symétrie, on obtient < v;,v; >=< vj,v; >=j
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Correction de la question 3)a)ii)
Sij<j

i
<Vv,Vvi> = 225’75

r=1 s=1
i i i J
= DD st D O
r=1s=1 r=1s=i+1
—_——
=0

1 1

NS

r=1 s=1
i
= 2 Onr=i
r=1

Si i > j, par symétrie, on obtient < v;,v; >=< vj,v; >=j
On en déduit alors que < v;, v; >= min(i/, )
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Correction de la question 3)a)ii
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Correction de la question 3)a)ii

Comme a; j = min(i,j) =< vj, v; >
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Correction de la question 3)a)ii

Comme a; j = min(i,j) =< vj, v; >
Alors A, est la matrice de Gram des vecteurs vq,--- , v,
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Correction de la question 3)a)ii
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,

Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)
Alors EXAX = \||X||?
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)
Alors EXAX = \||X||?
D'autre par XA,X = \||BX||> >0
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)
Alors EXAX = \||X||?

D'autre par {XA,X = \||BX|> >0

Donc A > 0
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)

Alors EXAX = \||X||?

D'autre par {XA,X = \||BX|> >0

Donc A > 0

Comme A, est inversible, car la famille (vy,- -, v,) est libre
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Correction de la question 3)a)ii

Comme A, est la matrice de Gram des vecteurs vy, -« , v,
Alors elle est symétrique
Par suite elle est orthogonalement diagonalisable (Théoréeme

spectral)
D'apres la question 2)b), il existe B une matrice de M,(R) telle
que A, = ‘BB

Soit A € sp(Ap), alors il existe X € M, 1(R)

Alors EXAX = \||X||?

D'autre par {XA,X = \||BX|> >0

Donc A > 0

Comme A, est inversible, car la famille (vy,- -, v,) est libre
Alors A > 0
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Correction de la question 3)b)
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1
<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0
On pose Vk € [1,n] P, = XK1
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]

1
<P,Pi> = /t’+f2dt
0
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]

1
<l s = /t’+f2dt
0
1
i+j—1
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]

1
<P,Pi> = /t’+f2dt
0

B 1
i+j—1
Donc H est la matrice de Gram des vecteurs Py,--- , P,
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]

1
<P,Pi> = /t’+f2dt
0

B 1
i+j—1
Donc H est la matrice de Gram des vecteurs Py,--- , P,

Comme (Py,---,P,) = (1,X,--- , X" 1) est libre
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Correction de la question 3)b)

On considere I'espace préhilbertien (R[X], < >) ou
1

<P,Q >:/ P(£)Q(t)dt
0

On pose Vk € [1,n] P, = XK1
Alors Vi, j € [1, n]

1
<P,Pi> = /t’+f2dt
0

B 1
i+j—1
Donc H est la matrice de Gram des vecteurs Py,--- , P,

Comme (Py,---,P,) = (1,X,--- , X" 1) est libre
Alors H est inversible
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Partie Il : Application au calcul de la distance a un sous-espace

vectoriel
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Correction de la question 1)

ET-TAHRI FOUAD Probléme 3 : Matrices et déterminants de GRAM



Correction de la question 1)

Par un raisonnement similaire a la question 3)b) du partie |
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Correction de la question 1)

Par un raisonnement similaire a la question 3)b) du partie |
C'est a dire, on écrit x = Pr(x) + (x — Pg(x)), puis on applique la
linéarité du déterminant par rapport a la derniere ligne.
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Correction de la question 2)
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a

g(vi, ..., vn,x) = g(v1, ...,v,,,PF(X))—i—Hx—PF(X)Hzg(Vl...,v,,)
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a

g(vi, ..., vn,x) = g(v1, ...,v,,,PF(X))—i—Hx—PF(X)Hzg(Vl...,v,,)

Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a
glvi, ... vn,x) =g(v1, ..., vp, PF(X))—i—Hx—PF(X)H2g(v1 ceey Vi)

Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)
Alors la famille (v1, ..., vy, Pr(x)) est liée
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a
glvi, ... vn,x) =g(v1, ..., vp, PF(X))—i—Hx—PF(X)H2g(v1 ceey Vi)

Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)
Alors la famille (v1, ..., vy, Pr(x)) est liée
Donc g(vi, ..., v, PE(x)) =0
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a

g(vi, ..., vn,x) = g(v1, ...,v,,,PF(X))—i—Hx—PF(X)H2g(v1 ceey Vi)

Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)

Alors la famille (v1, ..., vy, Pr(x)) est liée

Donc g(vi, ..., vn, PE(x)) =0

Dot g(vi, -..,Vn,x) = ||x — PE(X)|Pg(v1 ..., Vn)
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a

g(vi, ..., vn,x) = g(v1, ...,v,,,PF(X))—i—Hx—PF(X)H2g(v1 ceey Vi)

Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)

Alors la famille (v1, ..., vy, Pr(x)) est liée

Donc g(vi, ..., vn, PE(x)) =0

Dot g(vi, -..,Vn,x) = ||x — PE(X)|Pg(v1 ..., Vn)
Comme d(x, F) = ||x — Pr(x)||
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Correction de la question 2)

D'apres la question précédente, on a
glvi, ... vn,x) =g(v1, ..., vp, PF(X))—i—Hx—PF(X)H2g(v1 ceey Vi)
Comme Pg(x) € F = vect(vi, ..., Vp)
Alors la famille (v1, ..., vy, Pr(x)) est liée
Donc g(vi, ..., v, PE(x)) =0
Dot g(vi, -..,Vn,x) = ||x — PE(X)|Pg(v1 ..., Vn)
Comme d(x, F) = ||x — Pr(x)||
Alors

d(x, F) = gL, vy Y X)

g(viy ..y Vi)
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Merci pour votre attention
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